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クライン群の力学系

               極限集合のハウスドルフ次元

                                松 崎 克 彦

1 序

 クライン群 とは複素平面の一次分数変換 を元 とする離散群のことである。その うちフックス群 と

呼ばれるものは,常 微分方程式の解のモノ ドロミーや,さ らに古 くはモジュラー函数の保型形式 と

の関連等で19世 紀の数学の中に見 え隠れしていた.19世 紀の末,Fricke-Klein([Mg]参 照)は 一一

次分数変換の離散群一般に関する研究を創始し,今 日知 られるクライン群論の原始的な部分,た と

えば極限集合(軌 跡の集積点集合)の 性質 を調べ,フ ラクタルという言葉がない時代 にその集合の複

雑 さを表現 した.ま たPoincare[Po]は フックス群の概念の3次 元への拡張を考え,ク ライン群 を

3次 元双曲空間の合同変換の離散部分群 としてとらえていた(し かしその後半世紀以上の間,こ の

視点か らの大きな進展はなかった)。

 Fricke-Kleinか ら続 くクライン群論の2次 元的な古典論 は,20世 紀の前半 を緩やかに進んでい

く.同 時 に1920年 ごろから有理函数の複素力学系の理論がFatouやJuliaに よ り始 まり,ク ライ

ン群論 との類似点 もい くつか浮かびあがってきた.こ うしてこの複素力学系の兄弟 はやがて時が熟

す まで,静 かにさなぎの時代 を過 ごす ことになる。クライン群論の第一の脱皮 は60年 以降の擬等

角写像の理論の完成 によってもた らされた。 これにより,い ままでの力学系の相空間の解析に,相

に変形を与 えるという武器が加わ り,さ らにパラメーター空間の解析,す なわちタイ ヒミュラー空

間論 のひ とつの分野へ と大 きく発展 した。AhlforsとBersは クライン群論の複素解析的理論の基

礎 を確立 した。

 しか しクライン群の真の姿は3次 元双曲空間の合同変換群 としてみてはじめて明らかになる。3

次元 トポロジーの基礎の完成 にともない,70年 代 よりこのPoincareの 視点の戻 る動 きはMarden

やMaskitを 中心にして現れてきたが,70年 後半のThurston[Th]に よる3次 元双 曲多様体の理論

はクライン群論 に革命的転機 を与え,現 在まで続 く大 きな流れを形成 した。 この流れは同時に数学

のい くつかの分野 を巻 き込み,ク ライン群論の裾野をひろげていった.

 このような現代理論のなかでクライン群論の もうひ とつの頂点 と思 えるのは,Sullivanに よる

古典解析のルネサンスと複素力学系統一理論である.彼 は力学系的手法 によりHopf-Tsujiの エル

ゴー ド性定理,Mostowの 剛性定理, Ahlforsの 有限性定理 を拡張 し[S2],さ らには擬等角写像を

有理函数の理論 にとり入れクライン群論 との統一的解釈 をめざ した。またPattersonが 構成 した

極限集合上の測度 を用いて,い ままで極限集合のフラクタル としての複雑さを測る素朴な指標だっ

たハウス ドル フ次元 というものが,い かによく双 曲多様体 の幾何学的性質を反映させているかを明

らかにした[S1]。

 本稿はクライン群の複素力学系的理論の中から,こ の極限集合のハウス ドルフ次元の話題に焦点

をしぼって最近の発展 を解説 したものである。Sullivanの 理論は80年 代 に現れたものであ り,そ

の解説はすでに多数なされている(代表的な もの としてNicholls[N]に よるものがある.本 稿 にあ
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る命題のい くつかについては,特 に文中で言及 していな くてもここに詳 しい説明がある)が,最 近

のい くつかの論文(特 にBishop-Jones[BJ])の 結果 は,そ れをより簡明かつ完全な ものにすること

に成功 している.ま た,ク ライン群の変形にともなう極限集合のハ ウス ドルフ次元の変化 という力

学系理論の典型的な問題 に関 して も,満 足 できる解答 が得 られた(McMullen[Mc]).本 稿で は,

これらの事項 も含めて主要な結果の再編成をし,そ れを(筆者にとって)最 も簡明と思える手順で解

説することを目指 した.ク ライン群論の基本的事実や用語等は必要な範囲で述べているが,割 愛し

てあるものは文献[MT]を 参照すると調べ られると思 う。

2 クライン群の極限集合

 リーマン球面Cの 等角 自己同相写像 は一次分数変換(向 きを保つメビウス変換〉であ り,こ れら

全体のなす群 はリー群 としてPSL2(C)=SL2(C)/±Iと 同一一視 され る。この離散部分群 をクライ

ン群 という.以 下簡単のためクライン群は単位元以外 に位数有限の元をもたないと仮定する.メ ビ

ウス変換 はもともと複素平面の円または直線 に関する反転の合成 として定義 されるので,こ の作用

は自然 に上 半空間H3={(x,〃,t)it>0}に 拡張 す る(ボ ア ンカ レ拡張).し か もH3に 双 曲計量

dρ2=(dx2+吻2+d〆)〃2を いれて3次 元双曲空間の上半空間モデル とす ると,メ ビウス変換 は

(H3,ρ)の 合同変換 となる.ま たケーリー変換により上半空間を単位球にうつせば,双 曲空間の単

位球モデル(B3,ρ)を 得る. B3の 境界S2が 双曲空間の無限遠に位置する球面である.

 クライン群rは 双曲空間の向 きを保つ合同変換群 として自由かつ真性不連続に作用するので,

商空間N,=B3/rは 双曲多様体 となる.ま たS2上 にもrの 作用が真性不連続 となる最大の開集合

Ω(r)(不 連続領域 と呼ぶ)を 考 えると,商 空間 Ω(r)/rは 複素多様体(リ ーマン面)と なる。境界付

き多様体(B3∪ Ω(r))/rは 内部 に双曲構造,境 界 に複素構造 をもつ もの とみなし,こ れ をクライ

ン多様体 と呼ぶ.

 不連続領域 Ω(r)のS2で の補集合 を極限集合 と呼び, A(F)で 表す。これは次の定義 と同値であ

る.

 定義(極 限集合) 原点0∈B3の クライン群Fに よる軌跡r(0)の ユーク リッド位相 に関す る集

積点集合(⊂S2)をrの 極限集合 と定義 し, A(P)で 表す.

 極限集合A(r)は3点 以上を含む ときは非可算無限個の点か らなる完全集合である.A(r)が2

点以下の ときrを 初等的 という.以 下本稿 ではクライン群 はすべて非初等的 と仮定す る.極 限集

合はr一不変な空でない最小の閉集合 として も特徴づけられる.A(P)に 端点をもつような測地線全

体 の合併集合の凸包 をとり,そ れをFの 作用で割 ったN,の 部分集合 を凸核 と呼び,C,で 表す.

C,はN。 への包含写像がホモ トピー同値写像 となるような最小の凸部分多様体である.

 N,の 体積が有限であるという性質の拡張で,極 限集合上 においてはそれ と同等の性質 を保証す

るものとして次がある.

 定義(幾 何学的有限) クライン群rお よび双曲多様体N,が 幾何学的有限とは,rが 有限生成か

つ凸核C,の 体積が有限であることである.

 幾何学的有限なクライン群Fに 対 しては,

                 A(r)=A。(r)UAp(r)

とい う分解が成 り立 つ.こ こでAc(r)は 非接 的極限集合(conical limit set)で あ り, x∈S2が
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Ac(r)に 属するのは, xに 向か うある測地線か ら有限距離の範囲内でr(0)がxに 集積するときと

する.ま たAp(P)はrの 放物型元 の固定 点の集合で高々可算集 合で ある(よ り詳 しくいえば,

Ap(r)の 点はすべて有界放物型固定点になつている).

 定義(ハ ウス ドルフ測度,次 元)S2上 の集合Eに 対 して,球 面距離 に関する半径Yiが δ>0以

下 の 円板 △(xi,ri)可 算個 に よる被 覆E⊂ ∪△(xZ, r2)を考 える。実数s;≧0に 対 して.鋪(E)=

infΣ げ と定義す る.た だ し下限 はEの 上記の ような被覆すべてにわた るもの とす る。さらに

δ→0と した ときの極限

を考 える.。 免、はS2上 の 外測 度 にな り,そ れ を.免 。可測 集合 に制 限 した もの をs次 元 ハ ウス ドル

フ測度 とい う。特 にボ レル集合 は.免s可 測 集合で あ る。

 任 意 の集 合E⊂S2に 対 して, s<tな ら ば 謝 §(F)≧ δs護弗(E)で あ るの で,0<<一s〈dな らば

謝 。(E)=・ ・,d<s〈 ・・な らば.死 、(E)=0を 満 たす値dが 一意 的 に存在 す る.こ れ をEの ハ ウス

ドル フ次元 とい い,dim Eで 表 す.

 ハ ウ ス ドル フ測度 について は,[Fa],[Fe],[Ro]に 詳 しい解説 があ る。

 幾 何 学 的有 限 なク ライ ン群rに つい て,2次 元 ハ ウス ドル フ測度(2次 元 ルベ ー グ測度 と定 数倍

をのぞ いて一 致す る)はA(r)≠S2な らばe-L 2(A(r))=0で あ る こ とがAhlforsに よ り証 明 され た

(系14参 照)。 これが一般 の有 限生 成 ク ライ ン群 で も成立 す る と主張 す る もの がAhlfors予 想 で あ

り,い まだ完全 には解決 されて いない。 これは任意 のN,が 位 相 的 に素 直,す なわち 「N,が あ る境

界 付 き コンパ ク ト多様体 の内部 に同相 で ある」 とい う予想(Marden予 想)か ら従 う ことが知 られ て

い る[C2].

3 収 束 指数

 ク ライ ン群 に関す る もうひ とつ の古典 的 な指 数 として次 を定義 す る.

 定 義(収 束 指数) ク ラ イ ン群Pに 対 して

をrの 収束指 数 とい う。た だ し ρは双 曲距 離で あ る.9、 をs次 元 ボ ア ンカ レ級数 と呼 ぶ.δ(r)次

元 ボア ンカ レ級数 が発散す る ときrを 発散 型,収 束 す る とき収 束型 とい う。

 単 位球 モ デルB3で 考 えれ ばexp(一 ρ(0,γ(0)))は1-IY(0)1と 比 較 可能 で あ るの で,収 束 指 数

は Σ(1-1γ(0)Dsの 収 束発散 で定義 す る こともで きる.ま たx∈S2に 対 して
 γ∈r

よ り,Σ レノ(釧s(灘 ∈ Ω(r))の 収 束発散 で定 義す る こともで きる(it(釧 は 常 にR3の 等 角写像 の
   ;ma r

xで の伸縮率 の意味で用い る).さ らに原点か ら半径r以 内にある軌跡P(0)の 数 をn(r)と す る

と,

とな るこ とがわか る.こ れ より 特 に δ(r)≦:2が 成 り立 つ.ま た δ(P)>0も い ろい ろな方 法で確 か
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め られ る.

 収 束 指数 とハ ウス ドル フ次元 の関係 につい て は,次 のBishop-Jones[BJ]に よ る結 果 が最終 的で

ある。

定理1任 意 の クライ ン群rに 対 してdim Ac(r)=δ(r)が 成 り立つ.

 ま ず,容 易 な上 か らの評 価dimAc(r)≦ δ(P)を 示 す.γ ∈Pに 対 して,γ(0)中 心 で 双 曲半 径

t>0の 球 が,原 点0か らみてS2上 に つ くる「影」をb(γ, t)で 表 す。 rの 元 に{yn}n-1の よ うに番号

をふ る と,非 接 的極 限集 合 は

と書ける.

 命題2 s次 元ボアンカレ級数が収束するならば,Ac:P)のs次 元ハ ウス ドル フ測度 は零である.

 (証明) tを 固定することにAε(r)のs次 元ハウス ドルフ測度が零であることを示せばよい.こ

れは影b(yn, t)の半径が1-1γ 。(0)1と比較可能であることからわかる.

定理1の 結果はフックス群一般および幾何学的有限なクライン群 に対 しては以前から知 られてい

た[S1],[S4].ク ライン群 一般に対 してこれを証明したのがBishop-Jonesの 成果である.以 下で

は,McMullenに よる擬測地線を用いた原証明の解釈 を紹介する.こ こで双曲空間内の区分的測地

線が(L,θ)擬 測地線であるとは,各 測地線分の長 さはL>0以 上で,か つ各頂点で2つ の測地線

分のなす角が θ>0以 上であることをいう.

 (証明)dim Ac(r)≧ δ(r)を示せ ばよい.任 意の ε>0に 対 して, sノ=δ(r)E次 元ボアンカレ

級数は発散するが,こ の ときAc(r)のs=δ(r)一2E次 元ハウス ドル フ測度 は零ではない ことを証

明する.

 B3内 に次のような原点を根 とす る樹木(tree)Tを 構成す る:Tの 頂点 は原点の軌跡r(0)の 部

分 集合の点か らなり,か つTの 辺 は長 さL>0以 上の測地線分で,各 頂点で測地線分のなす角 は

θ>0以 上である.こ の とき擬測地線の性質より,Tの 任意の頂点 とその子孫の点 を結ぶ区分的測

地線 は,そ の両端 を結ぶ測地線か らLと θのみによる一定距離以内にある.し たがつて,Tの エ

ン ドの集合E(T)⊂S2はAc(r)に 含 まれ ることがわかる.さ らにTが 次 を満たす ことを要請す

る:各 頂点vの 直接の子にあたるすべての頂点v'に わたってとつた和が

を満 た し,か つ各辺eの 長 さは有 界(〈Lノ)で あ る。

 こ の よ うなTの 存 在 を まず 仮 定 して.4ご、(E(:T))>0を 証 明 す る。E(T)の 円 板 に よる被 覆

∪△(.Z'i, ri)を とる.原 点か らエ ン ドに向か うT内 の各道 に対 し,も しその道 が △(.Z'i, rZ)に 含 まれ

ろエ ン ドで終 わ るな らば,△(.Z'i,2rZ)がB3内 に張 る半球Biに は じめて入 つた頂 点 まで を残 し,そ

こか ら先 を切 る.こ うして有限樹木T'を つ くる と,T'の 境 界 にあ る頂点v'す べ て にわ たって と

つた和 は,(*)よ り

を満 た して い る.exp(一sρ(v',0))と(1■ がDsは 比 較 可 能 なの で,あ る定 数c>0が 存 在 して,

v'∈Biな ら ばc(2ri)S exp←sp(v',0))と な る.ひ と つ のBiに 入 るv'∈ ∂T'の 数 は

a=infρ(γ(0),0)とL'の み に よる定数K以 下 なので,
 γ∈r一(id}
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が わか る.こ れ は,E(T)の 円板 に よる任意 の被 覆 に対 して,そ の半径 のs乗 の和 が(2sCK)一1以

上 であ る ことを意味 す るので主張 を得 る.

 次 に上 の要 請 を満 た す樹 木Tの 構 成法 を述 べ る.S2上 の 円板 △1と 原 点0を 結 んでで き る円錐

をAlと す る. Al内 に含 まれ るr(0)の 点 に制 限 して とったrS次 元 ボア ンカ レ級 数gs'の 部 分和 が

発散 す る よ うに △1を とる こ とが で き る.さ らにrは 非 初 等 的 なの で,△1と 交わ らな い円板 △2

で,対 応 す る円錐A2で とったgs,の 部 分和 がや は り発散 す るよ うな ものが存 在す る。 A、 内 の原点

か ら出 る線分 とA2の そ れの なす角度 の最 小値 の半分 を θとす る.さ らに,あ る固定 したl>oに

対 して,B3の 任 意 の2点 を結 ぶ2本 の(L,θ)擬 測地線 は,互 いに距離1以 上離 れ る こ とはない よ

うにL>0を 選 んでお く.

 Ai(i=1,2)を 原 点 か ら の 双 曲 距 離 が[0,1),[1,2),…,[n, n+1),… の 範 囲 の ブ ロ ッ ク

{Ai,n}n=0,、,..に分 け,そ れぞれの ブロ ックに含 まれ るr(0)の 点 に制 限 してボ ア ンカレ級数 の部 分和

を考 える.gs,は 発 散 してい るので,任 意 のM>0に 対 して無 限個 のブ ロ ック{Ai,n(k)}k一 、,2,が存 在

して,そ こでの9。 の部分和 はM以 上 となる.aと/の みに よるある自然数bが 存 在 して,ひ とつ

のブ ロ ック にはいるr(0)の 点 をb組 に分 けれ ば,原 点か ら出 る2本 の(L,θ)擬 測地 線が 同 じ組 に

属 す る異 な る点 を通 る とす る と,そ れ らは必ず1以 上離 れ てい るよ うにで きる.Mをbよ り十分

大 き くとり,n(k)>Lと な るブ ロ ックAi,n(k)を ひ とつ選 ぶ。b組 の うち少 な くともひ とつ は9、 の

部分 和がM/b》1で あ るの で,そ の組 に属 す る点 を樹 木Tの 第1世 代 の頂 点{v}と し,原 点 と各

vを 結ぶ測 地線 を辺eと す る。

 vに 続 く第2世 代 の頂点{v'}の 選 び方 は,ま ずvを 新 た に原点 とみな し,vを 頂 点 とす る錐A1,

A2の どち らか一方 でeに 対 す る角度 が θ以 上開 いてい る ものを とる(仮 にA1と す る). Alの ブ ロ

ックの点 を上 と同一 に選 びそれ を{vノ}と し,vと 各v'を 結 ぶ測地 線 を辺e'と す る.以 下 この操作

を くり返 せ ば,原 点 か ら枝 別 れ しなが ら無 限 にの び る(L,θ)擬 測地 線が で き るが,こ れが樹 木 に

な って い るの は,構 成 法 よ り一度 枝別 れ した(L,θ)擬 測 地線 は再 び出会 うこ とが ないか らで あ る.

頂 点vと その直接 の子た ち{rv}に っ い て,擬 測地線 の性 質 よ り ρ(v',0)鴛 ρ(v', v)+p(v,0)で あ る

ので,

と な る が,Σexp(一sρ(v', v))》1で あ る の で(*)が 満 た さ れ る 。

4 極限集合上の測度

 極限集合上に群の作用で(以 下の定義の意味 において)不変な測度を考える.ハ ウス ドルフ測度は

メビウス変換に対 して不変性 をもっている.ク ライン群の軌跡の分布から極限集合上に台をもつ不

変確率測度が標準的に構成でき,こ れを仲立ちにして,極 限集合上のハウス ドル フ測度およびハウ

ス ドルフ次元の評価 をすることができる。

 定義(不 変測度)ク ライン群rに 対 して,S2上 のボレル測度 μがs次 元r不 変測度であると

は,52上 の任意のボレル可測集合Eと γ∈Pに 対 して,
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が満 た され る ときをい う.

 r一不 変確 率測度 が存 在す るような次元 の範 囲 を考 え る.そ の よ うな次元 の下 限(測 度 の弱収束極

限 を とる こ とに よ り実 は最 小 値)を α(r)と 書 き,臨 界 次 元 と呼 ぶ.Patterson[Pt1]とSullivan

[S1]は 次 の よ うに して δ(r)次 元r不 変確率 測度 を構成 した:

 まずs>δ(r)に 対 して,収 束 す るボ ア ンカ レ級 数g、 の各項 を重 み と して デ イラ ック測 度 の和

Σexp(一sρ(0,γ(0)))δ γ(0)を考 え,全 測 度 で割 っ てB3上 の 確率 測 度 をつ くる.そ してs↓ δ(r)
γ∈P

の ときの弱収束極限をとる(正確には,rが 発散型の ときはこれでいいが,収 束型 のときはB3の

内部に測度の台が残 らないように与 える重みを調整する必要がある).こ のようにして構成 された

確率測度 は,極 限集合上 に台をもち,δ(r)次 元のr一不変性をもつことが示 される.

 補題3 任意のクライン群rに 対 して,収 束指数 δ(P)次 元のr一不変確率測度が存在す る.し た

がって α(r)≦:δ(r)が成 り立つ。

 次にs次 元r-不 変確率測度 μsとハ ウス ドルフ測度の関係を調べる。その ときに本質的なのが

Sullivan[S1]に よる影の補題で ある.こ れ は軌跡の影b(γ, t)(3節 で定義)を μsで測 った大 きさ

が,影 の半径 γ(b(γ,t))のs乗 と比較可能であることを主張するものである.証 明は[Pt3]を 参照

するのが よい..

 補題4 μsを任意のs次 元r-不 変確率測度 とす る.十 分大 きなtに 対 して,次 を満たすA>0

が存在す る:有 限個の γ∈rを 除き,

が成 り立 つ.

 この 補題 を直接命 題2の 証 明 に適用 して,結 論 をr-不 変 確率測 度 に関す るもの に読 み替 えれ ば

次が わか る.

 命 題5s次 元 ボア ンカ レ級 数 が収 束 す るな らば, s次 元r一 不 変測 度 μ、に対 してAc(r)は 零 集

合で あ る。

 s次 元 ハ ウス ドル フ測度 、4ごsの非 接 的極 限集 合Ac(P)へ の 制 限 をhsで 表 す.こ れ はs次 元r一 不

変測度 になってい る(全 測度 が零 または無限大 の場 合 もあ りうる).hsを μsを 使 って上 か ら押 さえ

るに は,補 題4に 加 えて,Ac(r)の 影 によ る被覆 を,影 どう しの交 わ りが ない(あ るい は交 わ りが

一様 に少 ない)も のにで きれ ば よい
。 これ は一般 に被覆 定理 と呼 ばれ る もの で,た とえばVitaliの

被 覆定理([Fa]参 照)な どが適用可 能で あ る.

 補 題6s次 元r一 不 変確率 測度 μ。が 存在 すれ ば,あ る定 数C〈 ・・が存 在 してhs≦Cμsと な る。

よってdim Ac(r)≦:sが わ か り, dim Ac(r)≦:α(r)が 成 り立 っ.

 補 題3と 補題6よ り,上 の3つ の値 はdim Ac,α,δ の順 に大 きさが並ぶが,こ こで定理1を 用

い る とそれ らはすべて等 しい こ とが わか る.

 定 理7任 意 のクライ ン群rに 対 して

                dim Ac(r)=α(r)=δ(r)

が成 り立 つ.
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 よ り精 密 に,収 束 指数次 元 δ=δ(r)で の ボア ンカ レ級 数 の収 束発散 と非 接 的極 限集合 の測 度 に

関 して次 の条件 を考 える。

 (1) δ次 元 ボア ンカ レ級数9sが 収 束 す る.

 (2) あ る/任 意の δ次元r不 変確率測度 μδにつ いて μδ(A。(r))=0.

 (3) δ次 元ハ ウス ドル フ測度 。免δについて,免 δ(Ac(r))=0.

 (1)⇒(2)は 命 題5で 示 されてい るが,実 は逆 の(2)⇒(1)も 成 立す る.こ のため には,双 曲多

様体N,の 単 位 接 束TiN,上 に双 曲計 量 の体 積要 素 とr-不 変 確率 測 度 μの 直積 か ら測度mを 定

め,測 地線 流g(v,t):TiNr×R→Ti.〈1,が 測 度mに 関 して保存 的(conservative)で あ る とい う条

件 を考 える。 す なわ ち,mに 関 す るほ とん どすべ ての点v∈TiNrに 対 して, g(v,tn)がTiNrの

あ るコンパ ク ト集合 に入 る ような無 限点列tn→ ・・が存在 す る とい う条 件で あ る.こ れ は明 らか に

μ(Ac(r))=1と 同値 で ある.Sullivan[S2]は μ がn次 元測度 の場合 に,ボ ア ンカ レ級 数gnが 発 散

す るな らば測地線 流が保 存性 を もつ ことを示 した が,こ れ は一般 のr-不 変 確率 測度 μの場 合 に も

拡 張で きる[S3],[N].な おThurstonはn次 元 測度 の場合 に,測 地 線流 を用 いず に,gnが 発 散 す

るな らばAc(r)が 全 測度 を もつ ことの初 等的 な証明 を与 えたが([Ah],[N]参 照), Tukia[Tu2]は

この証明 法 を一般 の場合 に も拡 張 してい る.

 定 理8 rが 発 散型 な らば,δ(r)次 元r一 不 変確率測度 はAc(r)上 で正 の測度 を もつ.

 さ ら に発 散型 ク ライ ン群 に対 して は,δ(r)次 元r一 不変 確率測 度 は一 意的 で あ る こ とを述 べ る.

一 意性 は群 作用 のエル ゴー ド性 と同値 で ある
.

 命 題9 s次 元r一 不変確率 測度 μsが 存 在 すれ ば一意 で あるた めの必 要十 分条件 は,μsが 次 のエ

ル ゴー ド条 件 を満 たす こ とで あ る:S2の 任 意 のr-不 変 可 測 集合Aに 対 して,μs(A)=oま た は

μs(s2-A)=0が 成 り立つ.

 一 般 に,次 の補題 が示 す よ うに,非 接 的極 限集 合Ac(r)上 で は,任 意のr-不 変 確率測 度 μはエ

ル ゴー ド条件 を満たす.よ つてAc(r)上 正 の測度 を もつ よ うな μは,存 在 すれ ば その次元 は δ(r)

で あ り,し か も一意的 であ る。

 補 題10r一 不 変確率測 度 μがAc(r)のF一 不変部 分可測 集合Aに 対 して μ(A)>0と な るな らば

μ(A)=1で あ る.

 (証 明) Aの 密 度 点xを と り,非 接 的 に収束 す る軌 跡 γ.(0)→xを 選 ぶ.必 要 な らば部 分列 を

とり,あ るy∈S2に 対 してyn1(0)→yと な るよ うにで き る. xは 密 度 点 なので,影 の列b(γn, t)

を考 えれ ば

とな る.こ の影 を γガ で うつ して もそ こに含 まれ るAの 割合 はあま りか わ らない.1(yn 1)/を 評 価

す る と,tの み による定数Cが 存 在 して,

で あ る こ とがわ か る.μ({y})=λ とお くと,任 意 のE>0に 対 して,あ るtが 存在 して,十 分 大 き

いすべ てのnで μ(yn1ろ(yn, t))>1一 λ一Eと で きる.よ つて
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で あ るが,左 辺 はn→ ∞ の と き1に 収 束 す るので1一 λ一ε≦μ(A)一 λが わ か り,ε は任 意 なので

μ(A)=1と な る。

定 義(Patterson-Sullivan測 度)発 散 型 クライ ン群rに 対 して,一 意 的 に存 在 す る δ(r)次 元

のr-不 変 確率 測度 をPatterson-Sullivan測 度 と定義 す る.以 下簡単 にPS測 度 と呼ぶ. PS測 度 は

非接極 限集合上 に全測度 をもつ。

 次 に(3)⇒(2)に つ いて考 える.な お,逆 が成 り立 つ ことは補題6よ りわか る し,あ るいは(1)と

(2)が 同値 で あ るこ とを用 いれ ば命題2よ り従 う.ハ ウス ドル フ測度 の定義 にお いて,与 え られた集

合Eの 被覆 はあ らゆる円板 にわ たって考 えたが,そ れ を半径tの 球 の影 の族 曾t={ろ(γ,t)}γ ∈,に制

限 した もの を考 え,同 様 の方法 で新 しいハ ウス ドル フ測度eJL S(・;牙 ∂を定 義 す る.こ の とき影 の補

題 と被覆定 理 を使 えば,s次 元r-不 変 確率測 度 μsと.免s(・;9ご)に ついて,nt(r)は 同 時 に零 集合 に

な る こ とが わか る.よ って問題 はcJLS(・;甑)と 、免s(・)の 比 較 にな る.不 等号 。免s(・)≦:.免s(・;9∂

は定 義 よ り明 らかであ るので,逆 にnt(r)がcJLS(・)の 零集 合 な らばcJLS(・;豆 ∂につい て も零集合

で あ るか どうかが 問題 で ある.し か し これ は一般 には成 立 しない.

 注 意 rが 幾 何 学的有 限で放 物型元 を含 まない場 合 は,Aε(r)の 点 を含 む任意 の十 分小 さい円板

△(x,γ)に 対 して,ろ(γ,t)⊂ △(x,2r)と な る影 で,そ の半径 を一定 数倍 す れ ば △(x,2r)を 含 む よ

うな ものが とれ る.し たが つて,こ の場合 は両方 のハ ウス ドル フ測度 がnt(r)上 で は比較 可能で あ

り,(3)⇒(2)が わ か る。 しか し幾 何学的有 限で も,放 物 型元 を含 んでい る ときは成 り立 たない場

合 が あ る.Sullivan[S4]は δ(r)と 放 物型 部分群 の ランクの大小 関係 に よ り成 り立 つ か否か の条件

を与 えてい る.

 任 意 の ク ライ ン群rに 対 して δ(r)次 元r一 不 変確率 測度 は存 在 す るが,特 にrが 発 散型 とわ か

って いる ときには一意性が成 り立 ち,そ れ をPS測 度 と定義 した.一 般 には一 意性 は成 り立た ない

が,標 準 的な構成 法でで きた もの は次 の ような性質 を もつ[S4] .

 定 理11任 意 の クライ ン群rに 対 して,δ(r)次 元r一 不 変確 率測 度 μで,極 限集 合 上 に台 を も

つが,有 界放 物型 固定 点 にア トム(point mass)を もたない よ うな ものが存在 す る.

 実 際,補 題3で 構成 され た μは極限集 合上 に台 を もつので,有 界放物 型 固定 点 に ア トム を もた

ない こ とだ けを示せ ば よい。PS測 度 は 自動的 に これ を満 た してい る.

 定 義(基 点の取 り替 え)一 般 にs次 元r一 不変確 率測度 μ とx∈B3に 対 して,μ と互 い に絶対連

続 な測 度 翫 を

で定義 す る。P(x,ζ)は ボア ソン核 で,こ れ はx∈B3を 原 点0に うつす ようなB3の メ ビウス変換

hxの 伸 縮 率 隣(ζ)1の こ とで あ る。 ラ ドン ・ニ コデ イム微分 は

と な る 。

 こ こで,翫 の全測度 をx∈B3の 関 数 と して みたr不 変 な関数 ψ,(x)=翫(S2)を 考 える.ξ が

μの ア トムか どうかで,xが ξ に非接 的 に近付 くときの ψ.(x)の 増 大度 に差 が ある こ とをみる.
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一般 に ξ∈S2がs次 元r一不変確率測度 μのア トムのとき,ボ アソン核 の評価 をすることによ

り,ξ に非接的に収束する点列x∈B3に 対 して,あ る定数C1>0が 存在して

であることがわかる.こ れより特に,ξ がrの 非接的極限点の場合は,ア トム とはな りえない こ

ともわか る。それに対 して,ξ がrの 有界放物型固定点で,ア トムでないときは次のようになる。

なお便宜上 ξがランク0の 有界放物型固定点 とは,ξ ∈Ω(r)を 意味することにする.

 補題12μ をA(r)に 台 をもつs次 元r一不変確率測度 とする.ξ をrの ラ ンクk(k=0,1,2)の

有界放物型固定点で,μ のア トムでない とす る。 このとき ξに非接的に収束する点列x∈B3に 対

して,あ る定数C2<・ ・が存在して

が成 り立 つ.

 (証 明)上 半 空 間H3={(z, t)lz∈c, t>0}で 考 え,し か も ξ=・・と仮 定 して よ い。 この と き

{μ∬}はC上 の測度 にな るが,x=(z,t)∈H3に 対 してP(x,ζ)=2!/1∬ 一 ζ12(これ はxを0に うつ

す メ ビウス変換hx:H3→B3の 伸 縮率hx )1の こ と)と お くと

が 満た されて い る.た だ しx0(0,1)と す る。 rの 中 で ・・の固定 化群 を1と し,そ のC上 の基本

領域 をEと す る.こ の とき

となるが,衝0の 台A(F)はEの なかで有界なので,最 後の積分の和 は

と比較可能 で あ る(こ れ よ り特 にk=1,2の と きはs>h/2で な けれ ばな らない).B3に 戻 して い う

と,xが ξ に非 接 的 に収 束 す る とき, tとGp(xo'.x)は 比 較 可能 で あ る ので,こ の と きは あ る定 数

C2<○ ・が存在 して

が成 り立つ.                                   ■

 (定理11の 証明)補 題3で 構成 されたA(r)に 台を もつ δ(r)次元r一不変測度 μを考 える.r

がランクk=1,2の 有界放物型固定点 ξをもつ とする.δ(r)〉 〃2(上 の証明か らもわかるが,よ

り簡単 には補題30を みよ)に注意す ると,ξ がア トムか どうかで,ξ に非接的 に収束するx∈B3

に対 して

の よ うにオ ー ダー に差 が出 て くる.軌 跡r(0)上 の ア トム か らな るよ うなB3上 の 確率 測度{μs}の

弱 収束 極 限 として μ は構成 された.そ の μsに 対 して も同様 に ψμs(の を考 え る と,r(0)の 各 点 に
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与 え る重 み の調 整 分(こ れ は収 束 型 の と きに必 要)を 考 慮 して も,補 題12の 証 明 の よ うに して

卿s(の=0(e(δ(F)一E)幽 ∬))とで きる.よ つてその弱収束極 限 は ξにア トム を もち えない. 

最 後 に,今 まで に述 べた一般論 を幾 何学的有 限 なクライ ン群 に適用 して,そ れ に関す る結 果 をま

とめてお く[S1],[S4].

 定 理13 rを 幾 何 学的有 限な クライ ン群 とす る と,rは 発 散型 で あ り,δ(r)次 元r一 不変確率 測

度(PS測 度)が 一意的 に存在 す る.さ らにrが 放 物型元 を含 まない ときは, PS測 度 はhδ(,)と 定 数

倍 をのぞいて7致 す る.ま たs>δ(r)の と きは,極 限集合 上 に台 を もつs次 元r一 不 変確 率測度 μs

は 放物型 固定点 の集合上 に台 を もつア トムか らな る測度 であ る.

 (証 明) 定 理11の δ(:F)次 元r一 不 変確 率測 度 μ を とる.μ は有 界放物 型 固定点 にア トム を もた

ない ので,Ac(r)上 に全 測度 を もつ.よ って命題5よ り δ(r)次 元 ボ ア ンカ レ級 数 は発散 す る.ま

た一 意 性 も従 う.さ ら にrが 放物 型 元 を含 まな い とき は,前 の(3)⇒(2)に 関 す る注 意 よ り,

hδ(,)(Ac(r))>0で あ るので, hδ(,)は正 規化 すれ ば一 意性 よ り μ と一 致す る.次 に再 び命 題5よ り

s>δ(r)の と き μsはAc(F)上 で 零 な ので,放 物型 固定 点 の集合上 に全測 度 を もつ.そ れ は可 算集

合 なので μsは ア トム か らな る測度 で ある。

幾 何学 的有 限な クライ ン群 に対 して はdim A(F)=dim Ac(r)で あ るこ とに注意 す れば,次 の系

を得 る[S4],[Tu1].

 系14幾 何 学 的有 限 なク ライ ン群rの 極 限集 合A(r)が ハ ウス ドル フ次元2を もつ た めの必要

十分 条件 はA(r)=S2で あ る.

 (証 明)A(r)≠S2の と き2次 元 ボ ア ン カ レ級 数 は収 束 す る.こ れ はx∈ Ω(r)に 対 し て は

Σ1γノω12〈 ∞ となる こ とよ りわか る.一 方,定 理13よ りrは 発 散型 なので,こ れ は δ(r)〈2を
γ∈r

意味する.よ つて極限集合のハウス ドルフ次元は2よ り小さい.

5 幾何学的指数

 非接的極限集合のハ ウス ドルフ次元dim Ac(r)は 双 曲多様体Nrの 幾何学的指数で評価す ること

ができる.よ り正確 にいえば,ハ ウス ドル フ次元は収束指数 とスペ ク トルの底の関係 を通 して,

Nrの 種々の幾何学的指数 とつながつて くる。

 定義(ス ペク トルの底)一 般 に完備 リーマン多様体Nに おいて,/10(N)を 次の レー リー商の下

限で定義 し,ス ペク トルの底 と呼ぶ:

双 曲多様体Nrの スペク トルの底 を特にλ0(r)で表す。

 λ0(N)はN上 のラプラス ・ベル トラミ作用素 △に関する滑 らかな正値固有関数の固有値の集合

の上限(実 際は最大値)に 一致する.ま た △はN上2乗 可積分な関数のなす ヒルベル ト空間の半正

値 自己共役作用素に一意的に拡張するが,こ のときλ。(N)は この作用素の固有値の集合の下限とも

一致する.幾 何学的にはλ0(N)は 次のような定数 と関係がある。

 定義(等 周定数,体 積増大度) クライン群rに 対 して
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をNrの 等周定数 という.た だ しWは 相対 コンパク トなN,の 部分領域全体を動 く.ま た

をNrの 体 積増大 度 とい う.た だ しB(p,r)はpか ら距離 γ以 内にあ る1>rの 部 分領域 を表す.

Cheeger, Buser, Brooksは そ れ ぞれ次の結果 を証 明 した。

命題15 次 の 関係式が成 り立 つ。

[Ch]

[Bu] あ る普遍定数C.が 存 在 して λ。(r)≦Ch(r)

[Br]

,Canary[C1]は,位 相的に素直な双 曲多様体Nrに おいては幾何学的無限エンド(凸核C,に 含ま

れるエンド)は放物型,幾 何学的有限エンド(Ω(r)に 面するエン ド)は双曲型であるので,C,の 体

積 と境界の面積 の比 を考 えると等周定数の評価が与 えられ ることを示 した.凸 核 の境界 ∂Crの 面

積はBersの 面積定理によりN,の 位相型(よ り具体的にはrの 生成元の最小個数)で 押 さえられる

ので,Buser型 の評価 とあわせて次がいえる。

 定理16位 相的に素直な双曲多様体N,に 対 して

が成 り立 つ。 ただ しKはN,の 位 相 型 のみ に よる定 数 であ る。特 にrが 幾何 学 的 に有 限で ないな

らば λ0(P)=0で あ る.

 以 下 この節 で は,収 束 指数 とスペ ク トル の底 との関係 を与 えた次 のElstrodt-Patterson-Sul

livanの 定 理 について解説 する.

 定 理17任 意 の クライ ン群rに 対 して

が成 り立 つ.

 証 明 はSullivan[S5]に よ つて与 え られ て いるが,こ こで はMarden予 想 が正 しい こ と(Ohshika

[0〕)を 仮 定 して証 明 を与 える.特 にフ ックス群 の場 合 に対 して は正 しい証 明 にな って いる。

s次 元P不 変確率測度 μに対 して,杯 変な関数 ψμω 孤P(x,ζ)Sd//(ζ)を 考 える.ボ ア ソ

ン核 は △P(x,ζ)s=s(2-s)P(鵡 ζ)sを 満 た す の で,卿(x)をN,に 射 影 す る と,△ の 固 有 値

s(2-s)に 対 す る正値 固有関数 にな る.特 に μ として δ(r)次 元F一 不 変確率 測度 を とる と次 がわか

る.

 命 題18N,上 △ は固有値 δ(r)(2一 δ(F))に 対 す る正値固有 関数 を もつ.し たが って

                ノλ0(r)⊇≧δ(r)(2一 δ(r))

が 成 り立 つ.

 次 に,特 別 な クライン群 に対 して は この固有 関数 が2乗 可積 分 であ る こ とをみ て,定 理17の 等
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式 が 成 り立 つ ことを示す([S4],[Pt3]参 照).

 補 題19幾 何 学的有 限なrが δ(r)>1を 満 た してい る とす る と,rに 関 す るPS測 度 μか ら定

義 した ψμはNr上 で2乗 可積 分 にな る.

 (証 明)凸 核C,のE近 傍 をC*rで 表 す.カ スプ近傍 を除 くとC*rは コ ンパ ク トで あ る.rが ラ

ンクkの 有 界 放 物 型 固 定 点 ξを もつ とす る と,補 題12よ り,xが 非 接 的 に ξに収 束 す る と き

ψμ(x)=0(♂ 一δ(P))'((),x))であ る。補 題30よ り ε=2δ(r)一kは 正 で あ り,卿(x)=0(6偽 ε)p(O,x)/2)

とな る.こ れ よ り,カ ス プ近傍 で も ψμは2乗 可積分 であ る ことがわか る.

 次 にW=N,一c*rで も2乗 可積分 で ある ことをみる.Wの 任 意 の点pを そ こか ら最短 の ところ

にあ るΣ=∂c*rの 点pノ に対 応 させ,写 像pH(p1,t)(た だ しt=ρ(p,pノ))を つ くる と,こ れ は同相

写 像h:W→Wノ=Σ ×(0,∞)を 与 え る.さ らにW1に 計 量 〆ds呈+(,6t2(ds呈 は Σ の双 曲計 量)を 与

え る と,hは 擬 等距離 写像 に な る([C2]参 照).よ っ て この計 量 で の積分 が有 限 にな る こ とをみ れ

ば よい.補 題12よ り 卿 はt→ ∞ の ときO(e一 町))で あ るので,∬ ♂ 一 ㏄)礎 考 えれ ば よいが,

仮 定 よ り δ(r)>1な の で これ は収 束す る. 

一 方
,幾 何 学 的 有 限 な ク ラ イ ン群rで δ(r)≦1の 場 合 で あ るが,ま ず 自明 な群 に つ い て は

λ0({1})=1が 知 られて いて,か つ上で みた ように δ(r)十1の ときは λ0(P)↑1で あ るので,そ の間

の0〈 δ(r)〈1で も恒 等的 に λ。(r)=1で あ る と想 像 で きる.以 下実 際 これ を示 す.一 般 にr⊂G

な ら ば,NG上 の △ の正 値 固 有 関 数 は,同 じ固 有 値 を もつN,上 の 関 数 に持 ち上 が る の で,

λ0(r)≧ λ0(c)が わ か る.よ って任意 の ε>0に 対 して,rを 含 む幾 何学 的有 限 な ク ライ ン群Cで

1〈 δ(C)〈1+ε を満 たす もの の存 在 をい えば よい.こ のた めには,以 下 のPatterson[Pt2]の 結 果

よ り,δ(r1)=1を 満 たす幾何学 的有 限 なrノ(た とえば フ ックス群)とrの ク ライ ン結 合 を考 えれ ば

よい(こ の収 束指数 が1よ り真 に大 きい こ とは,補 題30よ りわか る).

 命 題20不 連 続 領域 が空 で ない クライ ン群r,rノ に 対 して,発 散 す るメ ビ ウス変換 の列gnで,

rとg。rgガ が クライ ン結合で ク ライ ン群Gn=r・g。r'gガ を生成 し,か つ

となるものが存在する。

 以上で幾何学的有限なクライン群 に対 しては定理17が 成 り立 つことが示 された.さ らに定理16

と命題18よ り,幾 何 学的有 限で な くて も位相 的 に素直 な双 曲多様 体 に対 して はλ0(r)=0,

δ(r)=2で 等式が成 り立つ.よ つてMarden予 想 を仮定すれば,定 理 はすべての有限生成 クライ

ン群で成 り立つ.最 後にこれを無限生成の場合 に拡張するためには以下の補題 を用いればよい。こ

こで,ク ライン群の列{rn}に 対 して,

と定義 す る.

 補 題21 ク ラ イ ン 群 の 列{rn}に 対 し て, rをEnv{rn}の 離 散 部 分 群 と す る と,δ(r)≦

1im infδ(rn)が 成 り立つ.ク ライ ン群rがP=Unrn, rl⊂r2⊂ … と表 された とす る と,δ(P)=

1imδ(rn)と λ。(r)=limλ 。(rn)が 成 り立 つ.

 (証 明)μ.を δ(rn)次 元rn'不 変 確 率測度 とす る.部 分列 を と り δ(rn)が あ る値dに 収 束す る よ
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うにし,さ らに部分列をとりμ。がS2上 のある測度 μに弱収束するようにできる.この ときμはd次

元r一不変確率測度になっている.し たがってd≧ α(F)=δ(r)で あるので,前 半の主張を得る.ま た

後半の仮定の もとでは δ(r)≧ δ(r。)であるので,δ(r)=1imδ(:rn)を 得 る。さらに λ0(r)について

は,任 意 のE>0に 対 して,レ ー リー商が/lp(r)Eよ り小 さくなるような関数f∈co(Nr)を 考え

る。十分大 きなnで はfの 台はNrnの 中 にあ る とみなせ るので,λ0(rn)≦ λ0(r)+ε がわか る.

λ。(r)≦λ0(rn)とあわせて主張 を得る.                       ■

6 幾何学的収束 とハウス ドルフ次元の連続性

 クライン群の変形にともなう極限集合のハ ウス ドルフ次元の変化 を考える。擬等角変形で(タ イ

ヒ ミュラー距離に関 して)ハ ウス ドル フ次元が連続的に変化す ることは,擬 等角写像の歪曲定理

([As]参 照)よ りわかる.さ らにいくつかのクライン群 については,擬 等角変形空間上の実解析関

数になつていることもわかる[Ru],[AR]。 問題は擬等角変形空間の境界,さ らには一般 にクライ

ン群の列の収束 に対するハウス ドル フ次元の連続性である.そ のためにまず,収 束 についてい くつ

かの概念 を定義する.

 定義(代 数的収束) 一般 に群r0のPSL2(c)表 現の列en:r0→rnが 表現 θ:r0→rに 代数的に

収束するとは,任 意の元 γ∈r。についてｮn(γ)が θ(γ)に収束することである.

 以下代数的収束 といえば,r0は 有限生成であることを常に仮定する。代数的収束においてrnが

クライン群の とき,そ の代数的極限rも 自動的にクライン群 になる.

 代数的収束 は代数的構造を保存するが,必 ずしも対応する双曲多様体の幾何構造の収束を意味し

ない.第5節 でみた ように,極 限集合のハウス ドルフ次元 は双曲多様体の幾何学的性質 を反映して

いるので,ハ ウス ドル フ次元の連続性のためには次に定義するクライン群の列の幾何学的収束 も考

慮する必要がある。

 定義(幾 何学的収束)PSL2(C)の 部 分群 の 列rnがCに 幾 何 学 的 に収 束 す る とは, rnが

PSL2(C)の 閉部分集合の列 としてGに ハウス ドルフ収束することである。すなわち次の2条 件が

満たされることである.

 ●任意のg∈Cはg=1imγ.(Yn∈rn)と して書ける.

 ●g=1imγ 。、(ynt∈:nz)と し て 書 け る 元 はGに 属 す る 。

 射影B3→N,=B3/rに よる原点o∈B3の 像をo。 とする。 この ときクライン群P.がCに 幾何

学 的 に収束す る とい うことは,双 曲多様 体 の レベル では基点付 きの多様 体 の列(N,n, OPn)が

(NG, oG)にGromov収 束することにほかならない。すなわち, nが 大 き くなるにつれて,双 方の

基点からみてより広い範囲 どうしが等距離写像により近似的な微分同相で うつ りあう.

 一般 に基点付きの双曲多様体の列 は,基 点 における単射半径が一様 に下から押さえられているな

らば,Gromov収 束す る部分列を選ぶこ とができる.し たがつてその条件が満たされ るような仮定

の もとでは,ク ライン群の列か ら幾何学的に収束する部分列を選ぶ ことができる。代表的な仮定 と

してはクライン群の列がすでに代数的に収束 していることである.

 命題22 クライン群rnの 上への準同型en:r。 →rnが θ::P。→:Pに代数的 に収束しているなら

ば,rnの ある部分列はrを 含むあるクライン群Gに 幾何学的に収束する。
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 Bishop-Jones[BJ]は 有 限生成 ク ライ ン群 の極 限集 合 のハ ウス ドル フ次元 の代数 的収束 の もとで

の下半連 続性 を証 明 した.

 定 理23 ク ラ イ ン群rnの 上 への準 同型en:r0→:P.が θ:ra→rに 代 数的 に収束 してい るな ら

ば,

               1im inf dim A(:rn):〉_dim!1(r)
                n→oo

が成 り立つ.

 補題21か ら代数的,幾 何学的どちらの収束に関しても,非 接的極限集合のハウス ドルフ次元が

下半連続性をもつことがわかる。 よつて定理23に おいて極限が幾何学的有限の場合には主張は直

ちに従 う。以下では,極 限が幾何学的有限でない場合 には,よ り強 く連続性が成 り立つ ことをみ

る.本 質的なのは次のBishop-Jones[BJ]に よる結果である。

 定理24有 限生成クライン群rが 幾何学的有限でないならばdimA(r)=2が 成 り立つ.

 (方針)簡 単のため凸核C,の 相対境界 ∂C,が 全測地的である場合 について理 由を説明する。

crの ∂C。に関す るダブルをNと す る. Nは あるクライ ン群Gに よってN=NGと 表 される.

λ0(r)=0の ときは命題18よ りdim Ac(r)=2な ので,λ0(r)>0の 場合のみを考えればよい.こ の

ときAhlforsの 有限性定理 より∂C,は 面積有限であ り,か つ仮定 よりC,は 幾何学的有限でないエ

ンドをもつので,NGに ついてもλ0(G)>0が わかる(た とえば等周定数を考 えれば想像 しやすい).

したがつて,特 にNGの 理想境界の調和測度 は正であり,∂C,で 分 けた半分のC,の 理想境界の調

和測度 も正で ある.こ れ は極 限集合A(r)の2次 元測度 が正で ある こ とと同値 であ り,特 に

dim A(r)=2が わかる. 

注意 Nrが 位相的 に素直 という仮定のもとでは,定 理16は より強 くdim Ac(r)=2を 主張して

いる.ま た,幾 何学的有限なrに ついてはdim A(r)=2で あるための条件 はわかつているので

(系14),上 の定理 とあわせ ると,有 限生成クライン群 については,極 限集合がハ ウス ドルフ次元2

をもつための必要十分条件が完全 に与えられる.し かし無限生成の場合はまだ完全には調べられて

いない.必 要条件のひ とつ として凸核の境界か らの距離の非有界性がある[Mt2]。 十分条件のひと

つ としては,定 理24の 証明からもわかるとお り,Ahlfors有 限性定理の帰結であるΩ(r)/rの 解

析的有限性が挙げられる[BJ].

 したがって,次 の補題より定理23の 証明が完成する。

 補題25 クライン群Pnの 上への準 同型en:ra→:rnが θ:r0→:Fに 代数的に収束 していて, r

が幾何学的有限でないならば,

               lim dim A(rn)=dim A(r)(=2)
               η→◎Q

が成 り立 つ。

 (証 明)部 分列 を と り,rnが す べ て幾何学 的有 限で あ るか,す べ て幾何学 的有 限 でないか の ど

ち らか と仮 定 して よい.後 者 の場合 は定理24よ り主張 は明 らか。 よってrnが す べ て幾何 学的 有

限で あ る とす る.部 分列 を と り,dim A(rn)が 収 束 し,か つ命題22よ りrを 含 む クライ ン群Gに

幾何学 的 に収束 してい る と して よい.も し もlim dimA(F。)<2で あ る とす る と,定 理16よ り凸

核C,.の 体 積 は一様 に上か ら押 さえ られ る.こ の とき幾何 学的極 限Gの 凸核CGの 体 積 も有限(G

は幾 何学 的有 限)で あ り(Taylor[Ta]),下 半 連続 性 よ りdim A(G)=dim llc(G)<2と な る。 しか
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しこれはdim A(r)=2に 反す る.よ つてlim dim A(rn)=2で あり,主 張が成 り立つ.

注意 クライン群の列rnが 幾何学的にGに 収束する場合 にも, Gが 有限生成であるが幾何学

的有限でない ときにはlim dimA(rn)=dim A(G)が 成 り立つ.一 般に幾何学的極限が有限生成の

ときには,十 分大 きな πに対 して,(上 へ の とは限 らない)準 同型写像 ψ.:G→rnで 恒 等写像

id:G→Gに 代数的に収束するものが存在する[JM].こ れに対 して補題25を 適用すれば上の主張

が得 られる.

 以上 により,極 限集合のハウス ドルフ次元の収束の問題については,極 限が幾何学的有限の場合

が重要であるので,そ の場合のみを主に考える.

 まず,幾 何学的収束が必ずしも極限集合のハウス ドルフ次元の収束を意味 しない簡単な例をあげ

る.

 例 クライン群r0の 指数有限の部分群の列r0⊃rl⊃r2… で幾何学的に{1}に 収束するものをと

る(た とえば頂点 での単射半 径が ・・に増大 す る よ うに とれ ば よい).こ の ときdim A(rn)=

dim A(r0)>0で あるが, dim A({1})=0で ある.ま た, A(rn)=A(r0)はA({1})=の にハウス ドル

フ収束 していない.

 ハウス ドルフ次元の収束をみるために,次 の ような方針を考 える:幾 何学的有限なrnに 関する

PS測 度 μ。の弱収束極限を μとする.こ の μがGに 関するPS測 度 になっていることが判定でき

れば,収 束指数 δ(rn)は δ(G)に 収束 し, dimA(rn)→dimA(G)を 得 る.μ はG一不変確率測度で

あるが,一 般 にはΩ(G)上 にも正の測度をもつか もしれない.も しA(rn)がA(G)に ハウス ドルフ

収束 しているとすると,μ はA(G)上 に台をもつので,PS測 度であることの必要条件のひとつが

満たされる.よ ってこの方針に沿 うためには,収 束に条件 を課 して,極 限集合のハウス ドルフ収束

が保証 されるようにしたい.

 注意 しかし,極 限集合がハウス ドルフ収束しなくても,ハ ウス ドルフ次元が収束することはあ

る.た とえば命題20の 構成法でクライン結合Gn=r・9nr/gn 1がrに 幾何学的に収束するようにで

きるが,A(Gn)はA(r)に ハ ウス ドルフ収束 しない([MT]のCorollary 7.34は 仮定が不十分であ

ることに注意!).δ(r)〈 δ(rノ)のときはハウス ドルフ次元 は収束 しない(こ の ときPS測 度の弱収

束極限 μはΩ(r)上 にも正の測度をもつ)が,δ(r)≧ δ(:Pノ)のときは収束する.

 極限集合がハ ウス ドルフ収束 し,幾 何学的極限Gが 放物型元 を含 まない幾何学的有限なクライ

ン群の ときは,極 限集合上に台をもつG一不変確率測度 はPS測 度 しかあ りえないので,ハ ウス ド

ルフ次元の収束がいえる。 しか しGが 放物型元を含む場合,極 限集合がハウス ドル フ収束 して も,

ハウス ドルフ次元が収束するとは限 らない.PS測 度の弱収束極限 μがGの 放物型 固定点上 のア

トムからなる測度 になる場合があり,そ の ときは δ(G)は μの次元 より小さ くなる.た とえば,多

様体 レベルでいえば,Gromov収 束するときにカスプになつてちぎれて 「主要部」が捨てられ,新

しくできたカスプに対応する放物型固定点上に,消 えた主要部にあった測度が集中して残る場合が

そうである。

 そこで,幾 何学的収束で多様体の幾何構造を収束 させ,代 数的収束で基本群の構造 を保つ(極 限

で多様体がちぎれることがない)よ うにするために,両 方をあわせ もつた収束 を次のように定義す

る.

 定義(強 収束) クライン群の列rnがGに 強収束するとは, rnがGに 幾何学的に収束し,か つ
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十分大きなnに 対 して上への準同型 ψ.:G→rnでid:G→Gに 代数的に収束するものが存在する

ことをいう.

 注意 忠実な離散表現の列の代数的収束が同時に幾何学的収束にもなっていることで通常は強収

束を定義す るが,上 の定義は明 らかにこの定義を含んでいる.さ らに,代 数的極限 と幾何学的極限

が異なつている場合でも,幾 何学的極限が有限生成であるならば,こ れ も上の定義の意味で強収束

になっている.実 際,有 限生成幾何学的極限からの(上 へのとは限らない)準 同型で,恒 等写像 に収

束するもの は十分大 きなnに 対 して存在 したが,も との列の代数的収束 も仮定す ると,こ れは上

への準同型になっている[JM].

 強収束 し極限が幾何学的有限であるときには,収 束列 も十分先では幾何学的有限であり,極 限集

合の列 もハウス ドルフ収束 していることがわかる[JM],[Mc].し かし,そ れで もなおハウス ドル

フ次元が収束 しない例がMcMullen[Mc]に よって挙げられている.

 強収束 の も とでの双 曲多様体 のスペ ク トル の底 の収束 に関 して,Canary-Taylor[CT2]は

McMullenと 独立に,よ り幾何学的 な証明で次 を示 した。 また, Fan-Jorgenson[FJ]も 強収束の

もとでの双 曲多様体の熱核の収束を示 し,同 様の結果を得ている.

 定理26,ク ライ ン群 の列rnがGに 強収 束 し,か つNGが 位相 的 に素庫 で あ る とす る と,

limλ0(rn)=λ0(G)が 成 り立つ.
n→ ∞

 スペ ク トルの底が収束するのに,ハ ウス ドルフ次元が収束す るとは限 らないのは,.両 者の関係

(定理17)に おいて,収 束指数が1以 下の ときはスペ ク トルの底は1で 一定であるか らである。実

際McMullenに よる反例 はこの1を 境 にして起 きている.彼 は逆に強収束の もとでのハ ウス ドル

フ次元の収束に関する結果をより解析的な方法で証明し,そ れをスペク トルの底の収束に読み替え

て上の定理 を得ている[Mc].

 定理27 クライン群 の列rnが 有限生成クライン群Gでdim A(G)>1を 満たすものに強収束 し

ているならば,lim dim A(rn)=dim A(G)が 成 り立つ。
       n→oo

7 ハウス ドルフ次元1

 ハ ウス ドルフ次元1は クライン群の極限集合の次元 として特別の位置にある。実際いままでの議

論で,ハ ウス ドルフ次元や収束指数が1を 境 にして様相が異なる場面がいくつかあつた.フ ックス

群の極限集合のハウス ドルフ次元は明 らかに1で あるが,Bowen[Bo]は 擬 フックス群の極限集合

のハウス ドルフ次元が1で あるものはフックス群 に限ることを証明 した.こ れを一般化 して,有 限

生成 クライン群 で極限集合 のハ ウス ドル フ次元が1以 下で あるもの を完全 に決定す る[CT1],

[BJ].

 定義(擬 フックス群)幾 何学的有限なクライン群rで,Ω(r)が2つ のr一不変なジョルダン領域

か らなるものを擬 フックス群 という.特 にそのジョルダン領域が ともに円板のときをフックス群 と

い う.

 定理28極 限集合のハ ウスドルフ次元が1で ある擬 フックス群はフックス群 に限る。

 (証明)rを 擬フックス群 とし,極 限集合のハウス ドルフ次元が1で あると仮定する.補 題6よ

り,A(r)の1次 元ハウス ドルフ測度は有限,す なわちA(r)は 求長可能である.よ って次の補題
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よ りrは フ ックス群 で あ る.

 補 題29擬 フ ックス群Pの 極 限集合が求長 可能 な らばそれ はフ ックス群 であ る.

 (証 明)Ω(r)の2つ の成分 を Ω1,Ω2と し,単 位 円板 △ お よびその補 集合 △*=A △ か らの リ

ー マ ン写像
./1:△ →Ω・,./2:△*→ Ω2を 考 える.五 一1,方 ”1はrか らそれぞれ フックス群r1, r2へ の

共役 を与 える.fl,/2は 境 界 まで同相 に延 び るので,∂ △ の同相写 像( ,/2)一1喚 が定義 で きる. A(r)

が 求 長 可能で あ るこ とよ り,A(P)上 の1次 元 ハ ウス ドル フ測度 は調和 測度 と互 い に絶対連 続 にな

る.し たが つて(f2)一1・J1は 円周 上のルベ ーグ測度 に関 して絶対連続 で あ り,フ ックス群rか らr2

へ の共役 を与 えてい る。 フ ックス群 の剛性 「rの 共役 を与 える円周 の 自己 同相 写像 は,ル ベー グ測

度 に関 して(全)特 異 で あ るか,ま た はメ ビウ ス変 換 の制 限 であ る」 よ り,こ れ はメ ビウ ス変 換 の

∂△へ の制 限で あ る。 これ よ りPが フ ックス群 で あ ることがわ か る。

注意 擬 フ ックス群 は フ ックス群 の擬等 角変形 として も定義 で きる。(有 限生 成 とは限 らない)

「一般 の フ ックス群 」 の擬 等角変形 につ いて も補 題29の 主 張 を考 える ことがで き るが,こ れ は一般

には成 り立 た ない。理 由 は,証 明 の中にあ るフ ックス群 の剛性 が成 り立 つの は,rに 関 す る1次 元

ボ ア ンカ レ級 数 が発散 す る ときに限 るか らで あ る([Mt1]参 照). Astala-Zinsmeisterは こ の必要

性 を証明 したが,さ らにフ ックス群 の非 自明 な擬等角変 形で,極 限集合 が求長可能 な例 も与 えてい

る[AZ].

 Bowenの 結 果 を拡張 す るた めに は次の補題 が便利で あ る。

 補 題30 ク ラ イ ン群rが 発散 型 ク ライ ン群Hを 部分 群 に もち, A(r)がA(H)を 真 に含 むな ら

ば,δ(r)〉 δ(H)が 成 り立 つ.特 にrが ラ ンクk=1,2の 放 物 型 ア ー ベ ル離 散 群 を含 む な らば,

δ(P)>h/2が 成 り立 つ。

 (証 明) δ(r)次 元r一 不 変確 率 測度 μを とる.あ る円板 △=△(x,γ)⊂ Ω(H)で,μ(△)>oか つ

単位元 以外 のすべてのh∈Hに 対 して △∩h(△)=0を 満 たす ものが とれ る。

よ り,Hに 関 す る δ(r)一次 元 ボ ア ン カ レ 級 数 は 収 束 す る. Hは 発 散 型 な の で,こ れ よ り

δ(r)〉 δ(H)が わ か る.

 ラ ン クkの 放 物型 アーベ ル離 散群1に 対 して,級 数 Σ1〆(z)ls(z∈ Ω(1))はs>k/2で 収 束 し,
 

s≦k/2で 発散する(補題12参 照).よ って後半の主張を得 る。

定理31有 限生成 クライン群rに ついて,極 限集合A(r)の ハウス ドル フ次元が1以 下である

な らば,A(r)は 円であるか または完全不連結な集合である。

 (証明) 一般 に,rは 擬 フヅクス群 を部分群 に もつか,全 退化群 を部分群 にもつか,あ るいは

A(r)は 完全不連結な集合になるかの どれかである.し か し全退化群 の極限集合のハ ウス ドルフ次

元 は,定 理16あ るいは定理24よ り2で ある.よ つて全退化群を部分群にもつ ことはない.rが 擬

フックス群Hを 部分群にもつ とすると,定 理28よ りHは フックス群である.こ の とき補題30よ

りA(r)=A(H)が わかる。

 系32有 限生成クライン群の極限集合A(r)の ハウスドルフ次元が1よ り小 さいならば,双 曲多

様体N,は ハン ドル体の内部に同相である.

 (証明)定 理31よ りA(r)は 完全不連結な集合である.rが ランク2の 放物型部分群を含むと,
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補 題30よ りdimA(r)>1に な る.よ つてrは 放物型元 も許 す シ ョッ トキー群 で あ り, N,は ハ ン

.ドル体 の内部 に同相 で ある. 

こ の結 果 よ り,ハ ウス ドル フ次元 が双 曲多様体 の トポロジー を決定 す る場合 があ る ことがわか っ

た.そ こで逆 に,多 様 体 め位相 不変量 をハ ウス ドル フ次元 か ら定義す る.

 定 義 双 曲計 量 を許容 し うる(境 界付 き)コ ンパ ク ト3次 元 多様 体Mに 対 しで,双 曲多様 体N,

がMの 内部 と同相 となる ようなク ライ ン群rす べ て にわた って と6たdim A(rl)の 下 限 を1)(M)

とお く.

 系32よ り,D(M)=0な らばMは ハ ン ドル体 であ るが,逆 にMが ハ ン ドル体 な らば命題20の

原 理 で1)(M)=0で あ る こ ともわ か る.次 に可能 な1)(M)の 値 は1で あるが,Mが 曲 面上 の 区間

束(直 積 また はね じれ束)の ときは1)(M)=1で あ る.Canary-Minsky-Taylor[CMT]は,そ の 他

の もの も含 めて1)(M)=1と な るMを 完全 に決定 した。 直観的 にい えば,Mが 直 積 の構造 をもつ

部分 がつ ながつてで きてい る とす る,と,各 部 分 に対応 す る擬 フ ックス群 のハ ウス ドル フ次元が1に

収束 しつ つ,全 体 として はひ とつの部分 だ けが残 つて,フ ックス群 に幾何学 的 に収束 す るような列

を考 えれ ば,命 題20と 同 様 の原 理 で1)(M)二1が わ か る。逆 にそ の よ うな もの で はな いMに つ

いては1)(M)>1を 証 明 してい るが,こ こで は最 も単純 な場合 につ いての み証 明 を与 えてお く。

 命 題33区 間 束 ではないMが 非 円環 的で 海るな らば1)(M)>1で あ る.

 (証明)あ るクライ ン群 の列rnで, N,nがMと 同相 でdim A(rn)→1と な る ものが存在 した と

す る.非 円環 的 なMに 対 応 す る ク ライ ン群 列 の代 数 的位 相 に 関 す る コ ンパ ク ト性[Th]よ り,

ｮn:π1(M)→ 亡nは 忠実 な離散 表現 θ:乃(M)→rに 代 数的 に収 束 してい る として よい。 この どき

仮 定 と定 理23よ りdimA(r)≦:1と な るが,こ れ は定理31に 反 す る. 
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